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Описаны аналитические, графоаналити-
ческая и числовые методики расчета радиусов 
кривизны, высоты газовых пузырьков под 
твердой поверхностью, что соответствует 
лежащей капле на твердой поверхности в 
зависимости от капиллярной постоянной 
жидкости. Представлены результаты расчета 
этих геометрических размеров указанными 
методиками, оценены погрешности этих 
результатов расчета. 

There are described the analytical, graphic-
analytical and numerical calculation methods of 
curvature radiuses, the bulbs heights of hard 
surface, that corresponds a lying drop on a hard 
surface depending on a capillary permanent liquid. 
There are presented the calculation results of these 
geometrical sizes by the  methods, the errors of 
these results of calculation are appraised. 

 

Одними із основних методів вимірювання 
поверхневого натягу σ на межі контакту рідина–
газ (повітря) є метод максимального тиску в 
газовому пухирці (МТГП) [1] і метод лежачої 
краплі (ЛК) [1]. Вказані методи в своїй основі 
базуються на рівнянні капілярності Лапласа [1] 

 ( )2121 11 RRPPP +σ=−=∆ , (1) 

де P1, P2 – тиски з ввігнутої і випуклої сторін 
капілярної осесиметричної поверхні пухирця чи 
краплі у відповідній точці поверхні відповідно 
(P1 > P2); R1,R2 – радіуси кривизни поверхні в 
горизонтальній і вертикальній площинах в цій 
же точці відповідно. 

Незважаючи на те, що рівняння (1) є 
основним рівнянням капілярності, воно 
безпосередньо не може бути використаним для 
розрахунку геометричних параметрів 
капілярних поверхонь менісків лежачих  
крапель, пухирців тому, що в ньому відсутні 
параметри контактуючих фаз, прискорення 
земного тяжіння g тощо. 

З метою одержання такої можливості 
розглянемо, наприклад, капілярну поверхню 
газового пухирця, утвореного під твердою 
поверхнею в рідині (рис.1,б), що відповідає 

ситуації при вимірюванні поверхневого натягу 
методом МТГП. 

 

а) – лежача крапля; б) –пухирець під твердою 
поверхнею; в) – висяча крапля; г) –  пухирець в 

рідині над твердою поверхнею 
Рисунок 1 – Капілярні поверхні крапель і 

пухирців в рідині 
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Перепад тиску ∆РА через капілярну 
поверхню меніска газового пухирця в т. А буде 
визначатися згідно (1) таким чином: 

 ( )21 11 RRPPP AAA +σ=−=∆ βα . (2) 

В омбілічній точці О меніска радіуси 
кривизни капілярної поверхні у 
взаємоперпендикулярних площинах однакові, 
тобто R1=R2=RО. Тоді перепад тиску через 
капілярну поверхню в т. О буде таким: 

 ( ) OOOOOO RRRPPP σ=+σ=−=∆ βα 211 . (3) 

Надлишкові тиски в середині і ззовні 
газового меніска на рівні т. А таким чином 
пов’язані із тисками αOP  і βOP  на рівні т. О: 

 gzPP OA ααα ρ−= ; (4) 

 gzPP OA βββ ρ−= , (5) 

де ρα і ρβ – густини газу і рідини відповідно (ρα < 
ρβ), z – віддаль по вертикалі від т. О до т. А. 

З урахуванням (3) – (5) залежність (2) буде 
такою: 

 ( ) gzRRRP OA ρ∆+σ=+σ=∆ 211 21 , (6) 

де αβ ρ−ρ=ρ∆ . 
Рівняння (6) описує залежність радіусів 

кривизни R1, R2 і RО капілярної поверхні 
газового пухирця в рідині від σ, ρ і g із віддаллю 
z від т. О до т. А меніска. 

Як видно із (6) перепад тиску через 
капілярну поверхню газового меніска в рідині із 
зростанням z зростає у порівнянні із перепадом 
тиску через поверхню меніска в т. О. Це 
приводить до того, що загальна кривизна 
поверхні меніска ( )21 11 RR +  з переміщенням 
т. А вверх по поверхні меніска також зростає. 

Широке розповсюдження при дослідженні 
форм різних капілярних поверхонь має такий 
параметр рідких речовин, як капілярна стала а2, 
яка визначається так: 

 )g(a ρ∆σ=2 .  (7) 

З урахуванням (7) рівняння (6) можна 
записати так: 

 2
21 211 azRRR O +=+ . (8) 

Аналогічним чином може бути показано, 
що рівняння (6) і (8) також описують 
осесиметричну поверхню лежачої на твердій 
поверхні краплі (рис. 1, а). 

У випадку висячої краплі (рис. 1, в) і 
пухирця на поверхні в рідині (рис. 1, г) 
рівняння, що описують такі капілярні поверхні, 
будуть такими: 

 ( ) gzRRR O ρ∆−σ=+σ 211 21 ; (9) 

 2
21 211 azRRR O −=+ . (10) 

Рівняння (6) і (8)–(10) дозволяють 
визначити той чи інший геометричний параметр 
осесиметричних капілярних поверхонь лежачої 
краплі і газових пухирців при заданих 
параметрах σ і ∆ρ контактуючих фаз. 

Розглядаючи меридіан капілярної 
поверхні меніска, наприклад, лежачої краплі 
(рис. 2), можна зауважити, що радіус кривизни 
R2 поверхні меридіана в точці в площині, 
перпендикулярній до площини рис. 2, буде 
таким: 

 ϕ== sinxABR2 , (11) 

де ϕ – кут нахилу дотичної до поверхні 
меридіана в точці. 

 
Рисунок 2 – Меридіан капілярної поверхні 

лежачої краплі 

Радіус кривизни R1 поверхні меридіана в 
точці в площині рис. 2 буде таким: 
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де dl – диференціал дуги меридіана. 
Таким чином можемо записати, що 
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Отже рівняння (8) в іншій формі буде 
таким: 
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або таким: 
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ϕ , (15) 

де знак “+” відповідає поверхням рідинного і 
газового менісків згідно рис. 1, а і рис. 1, б, а 
знак “–” відповідає поверхням висячої краплі 
(рис. 1, в) і газового пухирця на твердій 
поверхні в рідині (рис. 1, г). 

Слід також відмітити, що радіуси 
кривизни R1 і R2 як головні радіуси кривизни 
поверхонь обертання визначаються ще так [2]: 
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Тоді рівняння (8) буде таким: 
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Розв’язок диференціальних рівнянь 
капілярності, наприклад, (6), (8), (10), (14), (15) і 
(18), в яких змінні приведені в розмірній формі 
передбачає знаходження капілярної сталої а2, 
яка має розмірність площі, в залежності від 
конкретних значень виміряних розмірних 
параметрів фізичних (наприклад, перепаду 
тиску через капілярну поверхню) чи 
геометричних параметрів капілярної поверхні 
(радіусів кривизни, висоти тощо). Для рідини з 
іншим значенням капілярної сталої а2 необхідно 
на основі виміряних тих чи інших розмірних 
параметрів знову здійснювати розв’язок тих чи 
інших диференціальних рівнянь капілярності 
для знаходження значення капілярної сталої а2. 

Задача полягає в тому, щоб для одних 
заданих параметрів капілярних поверхонь 
пухирців під твердою поверхнею чи лежачих 
крапель на твердій поверхні розрахувати інші 
геометричні розміри цих капілярних поверхонь 

шляхом розв’язку диференціальних рівнянь 
капілярності і в подальшому використовувати їх 
для одержання значення а2. 

Вирішення такої задачі є можливим 
шляхом використання відповідних безрозмірних 
змінних. Як параметри, що можуть бути 
використані як одиниці масштабу в цьому 
випадку, використовують такі параметри, як RО, 
а та інші лінійні розміри капілярної поверхні. 

Одержання диференціального рівняння 
капілярності в безрозмірній формі, як приклад, 
проілюструємо на рівнянні (14). 

Для цього перемножимо обидві частини 
рівняння (14) на RО, в результаті чого отримаємо 
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Ввівши такі безрозмірні величини, як 
22 aRO=β , OR/ll =∗ , ORxx =∗ , ORzz =∗ , 

можемо (19) записати в безрозмірній формі 
таким чином: 

 ∗
∗∗ β±=
ϕ

+
ϕ z

x
sin

dl
d 2 . (20) 

Перемноживши обидві частини рівняння 
(20) на а і ввівши такі безрозмірні величини, як 

a/ll =∗∗
, a/xx =∗∗

, a/RR OO =∗∗

, a/zz =∗∗
, 

можемо (19) записати в безрозмірній формі ще 
таким чином: 

 ∗∗∗∗∗∗
∗∗∗∗ ±β=±=
ϕ

+
ϕ zzR

x
sin

dl
d

O 22 . (21) 

Рівняння (20), (21) описують в 
безрозмірній формі профілі капілярних 
поверхонь пухирця під твердою поверхнею і 
лежачої краплі на твердій горизонтальній 
поверхні (знак “+” у правих частинах рівнянь) і 
профілі капілярних поверхонь висячої краплі і 
пухирця на поверхні в рідині (знак “-” у правих 
частинах рівнянь). Причому у рівнянні (20) всі 
розмірні параметри приведені до RО, а у 
рівнянні (21) всі розмірні параметри приведені 
до а. 

Між параметрами х, z, l і ϕ існує наступна 
залежність [3]: 

 ϕ= sin
dl
dz ;      ϕ= cos

dl
dx , (22) 

або в безрозмірній формі відповідно: 

 ϕ=∗

∗

sin
dl
dz ;      ϕ=∗

∗

cos
dl
dx . (23) 
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Аналогічно можна записати, що 

 ϕ=∗∗

∗∗

sin
dl
dz ;     ϕ=∗∗

∗∗

cos
dl
dx . (24) 

Задавшись можливим діапазоном зміни 
безрозмірного параметра β і взявши за 
незалежну змінну безрозмірну довжину дуги 
поверхні l* та розв’язавши рівняння (20) і (23), 
можна знайти значення безрозмірних 
параметрів х*, z* для різних значень ϕ 
капілярних поверхонь в залежності від довжини 
дуги l*. Аналогічно для різних β, взявши за 
незалежну змінну безрозмірну довжину дуги 
поверхні l** і розв’язавши (21) і (24), можна 
знайти значення безрозмірних параметрів х**, z** 
для різних значень кута ϕ. 

Наприклад, для лежачих крапель в 
результаті такої процедури може бути отримано 
сімейство їх профілів z* = f(х*) при різних 
значеннях β від βмін до βмакс. Причому для деяких 
характерних точок поверхонь таких профілів 
(наприклад, ϕ=90°) можуть бути розраховані 
значення OR/x  і OR/z , їх добуток 2

OR/xz  і 
частка К2=z/х. На основі виміряних х і z для 
ϕ=90° реальної лежачої краплі розраховують 
добуток К3=х·z і частку К4=z/х, із сімейства 
розрахованих профілів вибирають такий 
профіль (β), для якого К2=К4. Після цього 
розраховують 132 K/KRO = , а значення а2 
знаходять так: 

 β= 22
ORa , (25) 

де β – безрозмірний параметр форми того 
розрахованого профілю краплі, для якої К2=К4. 

Аналогічно, розв’язуючи рівняння (21) і 
(24), можна побудувати сімейство профілів, 
наприклад, лежачої краплі )x(fz ∗∗∗∗ =  для 
різних значеннях β від βмін до βмакс з уточненням 
значень ∗∗x  і ∗∗z , К1=х**·z**=х·z/а2, К2=z**/х**=z/х 
для ϕ=90°. 

Методика визначення капілярної сталої а2 
в цьому випадку буде такою. 

Вимірюють параметри z і х реальної 
лежачої краплі для ϕ=90° і розраховують на їх 
основі параметри К3=х·z і К4=z/х. Із сімейства 
розрахованих профілів вибирають такий 
профіль (β), для якого К2=К4, а значення а2 тоді 
для даного β розраховують так: 

 132 KKa = . (26) 

Крім капілярної сталої а2 розв’язок трьох 
диференціальних рівнянь (20) і (23), чи (21)  і 
(24) дозволяє розрахувати такі розмірні 

геометричні параметри профілю капілярної 
поверхні, як RО,  R1 і R2 в будь-якій її точці з 
прив’язкою до кута ϕ, відлік якого повинен 
здійснюватися від вертикальної осі Оz.  

Слід однак відмітити, що строгий 
аналітичний розв’язок приведених вище 
диференціальних рівнянь капілярності шляхом 
їх інтегрування викликає певні ускладнення, які 

пов’язані із виразом ∫
ϕl

dl
x

sin

0

, де ϕ і х є певними 

функціями l. 
Тому було запропоновано ряд наближених 

аналітичних [4], графоаналітичних [5] і 
чисельних [6] методів розв’язку основного 
диференціального рівняння капілярності для 
різних форм капілярних менісків. 

Так Лаплас [7], аналітично розв’язуючи 
рівняння (18) для випадку лежачої краплі, 
отримав після відповідних припущень такий 
вираз: 

 
OR
q

a
qcos

d
acos 2

22
1

3
41 2

2
3 +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Θ
−+Θ− , (27) 

де Θ – кут змочування рідиною в краплі 
поверхні твердого тіла, на якому розміщена 
крапля; q – висота краплі; d – діаметр основи 
лежачої краплі. 

Взаємозв’язок між висотою краплі над її 
екватором h, радіусом цього екватора r, 
радіусом краплі RО і а2 Лаплас описав таким 
наближеним рівнянням: 

 
OR
ha

r
a,ha

23
22 47238612 +−= , (28) 

а залежність RО від а і r так: 

 
r,

eaR
a
r

O 155951

2
3
⋅

= . (29) 

Пуассон [8], розв’язуючи диференціальне 
рівняння (18) для випадку лежачої краплі, 
одержав наступні вирази: 
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asin +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Θ
−+

Θ
2

2
3

1

2

22
1

3
4

2
2 , (30) 

 

( )

( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−

⋅
=

=+
π
⋅

=

r
a

r,
ea

ad
eaaR

ar

ad

O

2
221

155951

21
22

23

1

1

, (31) 



ISSN 1993-9981 Методи та прилади контролю якості, № 20, 2008 25

де 221 aard −+= . 
Порівняння приведених вище виразів для 

RО і а2 [9-11] показало деяку розбіжність в 
отриманих результатах як для малих, так і для 
великих лежачих крапель, що, очевидно, 
викликано тими припущеннями, що мали місце 
в процесі одержання рівнянь і виразів Лапласом 
і Пуассоном. 

Слід відмітити, що аналітичним 
розв’язком основного диференціального 
рівняння капілярності у свій час також 
займалися Релей [12], Квінке [13], Давидов [14], 
Вортінгтон [15], Кастерін [16], Зідентопф [17], 
Лонштейн [18], Фергюсон [19] і інші відомі 
вчені. Їхні результати в певній мірі подібні до 
результатів Лапласа і Пуассона. Однак 
детального метрологічного аналізу отриманих 
аналітичних розв’язків і рекомендацій щодо їх 
використання ще не проведено, хоча аналіз всіх 
методик одержання цих аналітичних розв’язків 
приведений в [4] і може бути частково 
використаний для метрологічного аналізу. 

Теоретичне обґрунтування графоаналітич-
ного методу розв’язку диференціального 
рівняння капілярності полягає в наступному. 
Якщо допустити, що капілярна поверхня ОL 
(рис. 3) описується рівнянням капілярності (8) 
для лежачої краплі або газового пухирця під 
твердою поверхнею, то тоді для точок цієї 
поверхні А і В можемо записати: 
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де 1R  і 2R  – відповідно радіуси кривизни 
поверхні в площині рис. 3 і в площині, 
перпендикулярній до площини рис. 3 відповідно 
в т. А (індекс “А”) і в т. В (індекс “В”). Слід 
відмітити, що радіус кривизни 2R  бере свій 
початок на вертикальній осі NN капілярної 
поверхні ОL. 

Віднявши (33) від (32), отримаємо, що 
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де ∆z=DD1. 
 

 

Рисунок 3 – Графоаналітичний метод 
розв’язку диференціального рівняння 

капілярності 

Таким чином, маючи а2 і знаючи AR1 , AR2  
і BR2  і вимірявши безпосередньо з рис. 3 
відрізок ∆z=DD1, можна за допомогою (34) 
розрахувати BR1 . 

Так як найбільш зручним є задання 
значень а2 і 0R , то цей метод слід 
використовувати для побудови капілярної 
поверхні, починаючи від т. О таким чином, як 
було запропоновано В. Томсоном [5] (лордом 
Кельвіном). 

Відклавши по осі NN відрізок 01 ROO =  
радіусом AORR A 102 ==  з центром в т. О1, 
проводять дугу ОА на незначний кут ∆φ від осі 
NN (1-ий крок). Після цього записують рівняння 
(34) для т. А: 
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звідки визначають радіус AR1 , який буде 
меншим від 02 RR A =  але буде знаходитися на 

AR2  з кінцем в т. А. Відкладають 31 AOR A =  

радіусом AR1 , знову проводять дугу АВ на 
незначний кут ∆φ. З т. В через т. О3 проводять 
пряму ВО2 до перетину з віссю NN, в результаті 
чого записують, що 22 BOR B = , а рівняння (34) 
для т. В вже буде таким: 
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звідки визначають 41 BOR B = , з урахуванням 
якого в подальшому аналогічно вищевказаній 
методиці визначають CR1 , KR1  і т. д. (рис. 3). 

Побудову капілярної кривої ОL таким 
чином продовжують або до досягнення заданого 
значення кута φ=п·∆φ, де п – кількість приростів 
кута ∆φ, або до тих пір, поки віддалі точки на 
поверхні по вертикалі від т. О чи по горизонталі 
від осі NN не будуть відповідати заданим 
значенням для конкретних значень а2 і 0R . 

З урахуванням вказаної вище методики 
графоаналітичної побудови профілю 
осесиметричної капілярної поверхні і наявності 
сучасних засобів обчислювальної техніки 
виникла можливість автоматизувати процес 
розрахунку різних геометричних і фізичних 
параметрів капілярних поверхонь менісків. Так, 
наприклад, для осесиметричних менісків 
капілярних поверхонь лежачої краплі чи газових 
пухирців під плоскою поверхнею твердого тіла 
в рідині методика автоматизованого розрахунку 
радіусів кривизни R1 і R2 і значень z і х будь-якої 
точки поверхні з прив’язкою її до кута φ між 
радіусом R2 і вертикальною віссю є такою: 

1) задаються значенням капілярної сталої 
а2 і значенням R0 в омбілічній т. О капілярної 
поверхні; 

2) розраховують значення параметра 
форми капілярної поверхні 2

0 aR=β . 
Приймають такі початкові значення відповідних 
параметрів в т. О: R1=R2=R0; z=х=φ=0 і 
задаються приростом кута ∆φ (наприклад, 
0,01°); 

3) розраховують відносні прирости 
координат ∆х/R0 і ∆z/R0 (рис. 3): 

 ( )[ ]ϕ−ϕ∆+ϕ=
∆ sinsin

R
R

R
x

0

1

0

; (37) 

 ( )[ ]ϕ∆+ϕ−ϕ=
∆ coscos

R
R

R
z

0

1

0

, (38) 

допускаючи, що при першому прирості кута φ 
на ∆φ  R1=R0; 

4) розраховують відносні координати 
точки на поверхні при збільшенні кута φ на ∆φ: 
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де (х/R0)поп. і (z/R0)поп. – значення відносних 
координат в попередній точці на поверхні; 

5) розраховують відносне значення 
радіуса R2/R0 для даного значення кута φ (при 
першому прирості кута φ на ∆φ кут φ=∆φ): 

 
( )ϕ∆+ϕ=

sin
Rx

R
R 0

0

2 ; (41) 

6) знаходять значення кута φ: 

 φ=φ+∆φ; (42) 
7) розраховують відносний радіус (R1/R0), 

яким необхідно здійснити дугу від попередньої 
точки капілярної поверхні до наступної: 

 
( ) 2000

1

2
1

RRRzR
R

−+β
= ; (43) 

8) після цього повертаються до п. 3) і 
процес розрахунку в циклічному режимі 
повторюють до тих пір, доки кут φ не стане 
рівним заданому (наприклад, π, π/2) і для цих 
значень кута φ таким чином знаходять значення 
(R1/R0), (R2/R0), (х/R0) і (z/R0), звідки з 
урахуванням заданого значення R0 знаходять 
значення R1, R2, х і z відповідної точки 
капілярної поверхні. 

Порівняння графоаналітичним методом 
отриманих відносних значень вказаних вище 
геометричних параметрів лежачої краплі із 
даними таблиць Башфорта і Адамса [20] 
показало їх розходження у п’ятому знаку після 
коми. Результати розрахунків х/R0  і  z/R0 у 
вказаних таблицях Башфорта і Адамса 
приведені у вигляді чисел із п’ятьма значущими 
цифрами після коми. Слід відмітити, що 
похибка    результатів     розрахунку    згідно    із  
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запропонованою методикою графоаналітичного 
методу залежить від заданого значення 
приросту кута ∆φ і розрядності засобу 
обчислювальної техніки.  

До чисельних методів розв’язку 
диференціальних рівнянь капілярності слід 
віднести метод Адамса і метод Рунге-Кутта [2]. 
Причому слід відмітити, що Адамс і Рунге 
проілюстрували запропоновані ними чисельні 
методи розв’язку диференціальних рівнянь 
прикладами саме на диференціальних рівняннях 
капілярності. 

Для того, щоб застосовувати вказані 
чисельні методи для розв’язку диференціальних 
рівнянь капілярності необхідно мати їх 
розв’язок в декількох рівновіддалених точках 
аргумента (наприклад, кута φ, довжини дуги) 
біля початкової точки (наприклад, омбілічної 
точки) капілярної поверхні. Такі розв’язки 
можна одержати, наприклад, розкладом 
розв’язку в ряд Тейлора за допомогою методу 
послідовного диференціювання або методу 
послідовних наближень. 

Оскільки при малих значеннях кута φ, 
коли можна вважати, що sinφ≈φ≈tgφ, рівняння 
капілярності переходить у рівняння Бесселя, то 
при таких значеннях φ розв’язки для декількох 
початкових точок можна взяти з таблиць 
Бесселя [2] нульового порядку з вибором сталої 
залежно від прийнятої форми рівняння, тобто 
залежно від того, чи вимірюється вертикальна 
координата відносно рівня рідини, яка має 
плоску поверхню, чи початок координат 
збігається з вершиною меніску.     

Результати розрахунку відносних значень 
х/R0  і  z/R0 лежачої краплі для β=1,0; 10,0 
отриманих у свій час Башфортом і Адамсом 
[20], а також отриманих викладеними вище 
графоаналітичним методом і методом Рунге–
Кутта [2] за допомогою спеціально розроблених 
програм на персональному комп’ютері CPU 
Intel Pentium 4 (тактова частота 3.00 GHz, RAM 
512  Mb, HDD 80 Gb) приведені в табл.1. 

Аналізуючи ці результати можна 
стверджувати, що розходження мають місце 
тільки у п’ятому знаку після коми, що дозволяє 
успішно використовувати будь-який із вказаних 
методів для розрахунку геометричних розмірів 
лежачої краплі чи пухирця під поверхнею 
(графоаналітичний метод, метод Рунге–Кутта). 

Вказані методики і результати розрахунку 
геометричних розмірів газового пухирця чи 
лежачої краплі можуть бути апроксимовані 
відповідними залежностями, які в подальшому 
можуть бути використані для визначення 
поверхневого натягу методами МТГП і ЛК. 
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