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Описані і проаналізовані методики визначення поверхневого натягу рідин на межах їх розділу із 
газом (повітрям) за виміряним максимальним тиском у бульбашці М. Кантора, Р. Фестеля, 
Е. Шредингера, С. Сагдена, Д. Дугне, Р. Бендуре, за допомогою апроксимаційних поліноміальних 
залежностей, а також спрощена методика без урахування кривизни газового меніска в момент 
максимального тиску у ньому. Запропоновані методики оцінки методичних похибок всіх вказаних 
методик визначення поверхневого натягу рідин. Приведені результати розрахунку відносних 
методичних похибок розглянутих методик визначення поверхневого натягу для реального діапазону 
можливих його значень, а також методика коригування результатів визначення поверхневого 
натягу рідин з метою підвищення їх точності. 
Ключові слова: поверхневий натяг, вимірювання, метод, методика, метод максимального тиску у 
бульбашці, методична похибка, коригування. 
 
Описаны и проанализированы методики определения поверхностного натяжения жидкостей на 
границах их раздела с газом ( воздухом ) по измеренному максимальному давлению в пузырьке  
М. Кантора, Г. Фестеля, Э. Шредингера, С. Сагдена, Д. Дугне, Р. Бендуре, с помощью 
аппроксимационных полиномиальных зависимостей, а также упрощенная методика без учета 
кривизны газового мениска в момент максимального давления в нем. Предложенные методики 
оценки методических погрешностей всех указанных методик определения поверхностного 
натяжения жидкостей. Приведены результаты расчета относительных методических 
погрешностей рассмотренных методик определения поверхностного натяжения для реального 
диапазона возможных его значений, а также методика корректировки результатов определения 
поверхностного натяжения жидкостей с целью повышения их точности. 
Ключевые слова: поверхностное натяжение, измерение, метод, методика, метод максимального 
давления в пузырьке, методическая погрешность, корректировки. 
 
We describe and analyze methods for determining the surface tension of liquids within their section of the 
gas ( air) measured by the maximum bubble pressure in M. Cantor, G. Festel, E. Schrödinger, S. Sugden, 
J. Dugne, R. Bendure, for using polynomial approximation dependencies, as well as a simplified method 
without gas meniscus curvature at the time of maximum pressure in it. The proposed methodology for 
assessing the methodological errors of all of these methods of determining the surface tension of liquids. 
The results of calculating the methodological errors of the method of determining the surface tension for a 
real range of its possible values, and the method of adjusting the results of determination of surface tension 
of liquids in order to improve their accuracy. 
Keywords: surface tension, measurement, method, technique, method of maximum pressure in the bubble, 
methodical error, correction. 
 

Вступ 
Вимірювання поверхневого натягу (ПН) 

рідин методом максимального тиску у 
бульбашці (МТБ) широко розповсюджено в 
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лабораторній практиці фізичної і колоїдної 
хімій [1]. Суть методу МТБ при вимірюванні 
ПН σ  полягає у наступному. 

У досліджувану рідину вертикально 
опускають калібрований по внутрішньому 
радіусу капіляр, у верхній внутрішній простір 
капіляра подають при надлишковому тиску 
відповідний газ (повітря). На нижньому торці 
капіляра у рідині утворюється газовий меніск, з 
якого при певному надлишковому тиску у 
капілярі у подальшому утворюється бульбашка. 
Вимірюють максимальне значення вказаного 
тиску Pмакс.  у капілярі при утворенні бульбашки 
і з урахуванням різниці густин досліджуваної 
рідини і газу ρ∆  у меніску, глибини Н 
занурення капіляра у рідину, а також 
геометричних параметрів меніска у момент 
МТБ при вимірюванні ПН можна розрахувати за 
допомогою такої строгої залежності [2]: 

 ( )( )0 . 0σ ρ / 2максR P g H z= − ∆ + , (1) 

де R0, z0 ‒ радіус кривизни меніска у вершині і 
віддаль від неї до нижнього торця капіляра в 
момент МТБ відповідно; g – прискорення 
вільного падіння. 

Якщо величини ., ρ, , ,максP H g∆  які 
входять у залежність (1), вимірюються або 
визначаються без особливих забруднень з 
достатньою точністю, то значення величин 0R  і 

0z  у момент максимального тиску у меніску 
виміряти безпосередньо практично неможливо. 
Тому виникла необхідність у залежності для 
розрахунку ПН σ  рідин на основі виміряного 
значення тиску максP , у якій параметри 0R  і 0z  
були б замінені на такі параметри, які могли б 
бути попередньо чи в процесі вимірювання ПН 
безпосередньо виміряні. 

Аналіз попередніх досліджень 

Аналітична залежність для розрахунку ПН σ 
на основі виміряного значення .макс

P  при умові, 
що H=0 (капіляр лише торкається нижнім 
торцем поверхні рідини), яка отримана у 
результаті деяких допущень і запропонована 
вперше М. Кантором [3], є такою: 
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2

. .

2γ γ
σ (1 )

2 3
рід рідмакс

макс макс

r rP r

P P
= − − ,  (2) 

де .γ
рід

 – питома вага рідини ( .γ ρ
рід

g= ∆ ), r ‒ 
калібрований радіус вихідного отвору капіляру. 

Однак пізніше Р. Фестелем [4] була виявлена 
помилка при одержанні залежності (2) 

М. Кантором. В результаті ця залежність вже 
була представлена у такому вигляді: 
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2γ γ
σ (1 )

2 3 3
рід рідмакс

макс макс

r rP r

P P
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При одержанні залежностей (2) і (3) віддаль 
до площини зрізу торця капіляра від вершини 
газового меніска в момент максимального тиску 
в ньому визначалася як для сферичної поверхні.  

Пізніше Е. Шредингером [5] шляхом 
визначення висоти підйому рідини у капілярі 
при умові повного змочування його стінок 
рідиною, а також при інших допущеннях була 
отримана наступна залежність для розрахунку 
ПН σ рідин: 

 
2 2

. ..
2

. .

2γ γ
σ (1 )

2 3 6
рід рідмакс

макс макс

r rP r

P P
= − − . (4) 

Використовуючи залежність Е. Шредингера 
(4), а також результати відповідної обробки 
таблиць Ф. Башфорта і Д. Адамса [6], С. Сагден  
[7, 8] склав відповідну таблицю значень 
мінімального відношення ефективного радіуса 
кривизни меніска Х до внутрішнього радіуса 
капіляра r в залежності від значення параметра 

0,01 1,5cr a = ÷  з кроком 0,01cr a = , де 
2 22 2σ ( ρ )ca a g= = ∆ . На основі значень вказаної 

таблиці Сагдена значення 
2
ca  розраховують 

шляхом послідовних наближень таким чином. 
У нульовому наближенні значення 2

0ca  
розраховують так: 

 
2
0ca rh= ,  (5) 

де . ( ρ )
макс

h P g= ∆  ― висота стовпчика рідини, 
який еквівалентний виміряному максимальному 
тиску у газовому меніску. 

По значенню 0cr a  у вказаній таблиці 
знаходять відповідне значення 1X r , звідки при 

відомому r знаходять перше значення 1X , на 
основі якого розраховують перше наближене 

значення 2
1 1ca X h= . Потім знову розраховують 

значення 1cr a  і з урахуванням цього значення 
знову за допомогою вказаної таблиці знаходять 
відповідне йому значення 2X r , на основі 
якого розраховують друге наближене значення 

2
2 2ca X h= . Таку процедуру продовжують до тих 

пір, поки отримані у подальшому два послідовні 

значення 
2
cia  і 

2
( 1)c ia +  не будуть відрізнятися між 
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собою на задану величину, яка буде 
представляти собою абсолютну похибку 
визначення 2

ca  за допомогою таблиці 
С. Сагдена. Значення ПН σ  на основі кінцевого 

значення 
2
ca  розраховують так: 

 
2
cσ= ρ 2.a g∆  (6) 

Значний інтерес представляє 
фундаментальна робота Д. Дугне [9], в якій у 
залежності від значень r a  пропонуються 
наступні рівняння, в результаті розв’язку яких, 
наприклад, ітераційним методом, можна 
визначити σ : 

для 0 0,82
r

a
< ≤  

 
3

. 2
0,66573 0,08973

∆ρ /
максP r r

ga r a a a
   = + +   
   

;  (7) 

для 0 1,0
r

a
< ≤   

 
3

. 2
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∆ρ /
максP r r

ga r a a a
   = + +   
   

;  (8) 

для 0 1,5
r

a
< ≤   

 

.

3 5

1,99942
0,00979

∆ρ /

0,6327 0,159 0,05063 .

максP

ga r a

r r r

a a a

= + +

     + + −     
     

 (9) 

При використанні капілярів із радіусом 
вихідних отворів до 0,1 мм використовують 
також апроксимаційну залежність Р. Бендуре 
[10]: 

 .σ 2максfP r= ,  (10) 

де  ( )
5

0

/
i

i c
i

f B r a
=

=∑ ,  (11) 

B0=0,99951; B1=0,01359; B2=−0,69498; 
B3=−0,11133; B4=−0,56447; B5=−0,20156; 

2σ ∆ρca g= . 

Значення σ знаходять, розв'язуючи (11), 
наприклад, ітераційним методом. 

Слід відмітити, що результати розрахунку 
різних безрозмірних параметрів газового 
меніска в момент максимального тиску в ньому 
також використовуються для визначення ПН σ 
рідин методом МТБ [2]. 

На основі табличних значень розрахованих 
параметрів .σ ( )максP r  і .макс

gr P∆  отримана 
така апроксимаційна залежність [2]: 

 1 .σ максf P r= ,  (12) 

де  1
0 .

ρ
i

n

i
i макс

gr
f A

P=

 ∆=  
 

∑ , (13) 

iA  ‒ коефіцієнти апроксимаційних поліномів 
(і=3÷7), значення яких приведені в табл. 1 для 
0,0005< .ρ / 0,639максgr P∆ ≤ . 

Крім вказаних вище методик визначення ПН 
σ  методом МТБ можна здійснювати за 
допомогою залежності (1), приймаючи, що в 
момент МТБ 0 0R z r= = . 

Метою даної роботи є оцінка методичних 
похибок кожної із вказаних вище методик 
визначення ПН σ при умові, що максимальний 
тиск Рмакс. не враховує гідростатичного тиску 
від глибини занурення Н капіляра у 
досліджувану рідину для такого діапазону 
можливих значень безрозмірного параметра 

.ρ / максgr P∆ : .0,0005 ρ / 0,639
макс

gr P< ∆ ≤ . 

Виклад основного матеріалу 

Для оцінки методичних похибок 
залежностей М. Кантора (2), Р. Фестеля (3) і 
Е. Шредингера (4) відповідно їх перетворюють 
до такого виду: 

 2
.

. . .

σ 2 ρ ρ
( ) [1 ( ) ] / 2

3Кант

макс макс макс

gr gr

P r P P

∆ ∆= − − , (14) 

 

 
2

.
. . .

σ 2 ρ 1 ρ
( ) [1 ( ) ] / 2

3 3Фест

макс макс макс

gr gr

P r P P

∆ ∆= − − , (15) 

 

 2
.

. .

σ 2 ρ 1 ρ
( ) [1 ( ) ] / 2

3 6Шред

макс макс макс

gr gr

P r P P

∆ ∆= − − . (16) 

Тоді відносні похибки δ  залежностей 
(2)÷(4) можуть бути розраховані так: 

 
( )( ) ( )( )

( )( )
. .. .

. .

σ σ
δ ,

σ

макс максрозр табл

макс табл

Р r Р r

Р r

−
=  (17) 

де ( )( ). .
σ

макс розр
Р r  ‒ розраховані значення 

параметру ( )( ).σ
макс

Р r  за залежностями (2)÷(4) 
для відповідних табличних значень цього 
параметра згідно [2]. 
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Таблиця 1 ‒ Коефіцієнти поліноміальних залежностей (13) 

С
те

п
ін

ь
 

п
о

л
ін

о
м

а 

А0 А1 А2 А3 А4 А5 А6 А7 

3 0,499356 -0,283489 -0,414502 0,443202 - - - - 
4 0,499849 -0,321614 -0,129851 -0,242862 0,525120 - - - 
5 0,500152 -0,354452 0,272662 -1,953555 3,520689 -1,852359 - - 
6 0,500005 -0,332721 -0,144249 0,821660 -4,757351 9,542655 -5,901487 - 
7 0,499967 -0,325100 -0,358976 2,882125 -13,938873 30,421183 -29,442356 10,444998 
 
З метою визначення методичних похибок 

таблиці С. Сагдена здійснюють наступну 
процедуру: 

1) перераховують значення / Cr a  для 

табличних ( / )r a  [2] у зв’язку з тим, що у 

таблиці С. Сагдена [7, 8] 
2 22 2σ /( ρ )Ca a g= = ∆ : 

 / ( / ) / 2;Cr a r a=  (18) 

2) по таблиці С. Сагдена для / Cr a  згідно з 
вказаною раніше методикою С. Сагдена 
знаходять відповідні значення /X r ; 

3) значення . . .(σ /( ))
макс розр Сагд

P r  розрахо-
вують так: 

 . . .(σ /( )) ( / ) / 2макс розр СагдP r X r= . (19) 

Методичну похибку .δСагд  розраховують 
згідно (17), підставляючи значення 

( )( ). . .
σ макс розр Сагд

Р r  замість ( )( ). .
σ макс розр

Р r , а 

значення ( )( ). .
σ

макс табл
Р r  повинні відповідати 

табличним залежностям [2] для відповідних r/a 
цієї таблиці. 

З метою визначення методичних похибок 
залежностей Д. Дугне (7)÷(9) значення 

параметра ( )( ). .
σ

макс Дугне
Р r  на основі табличних 

значень /r a  [2] розраховують так: 

 ( )( ) ( ). .σ 1 ( ( ρ ) / )макс максДугне
Р r P g а r a= ∆ , (20) 

де . ( ρ )максP gа∆  розраховують за допомогою 
(7)÷(9) для відповідних r/a згідно табличних 
даних [2]. 

Методичну похибку δ
Дугне  розраховують 

згідно (17) аналогічно розрахунку .δСагд  

Для визначення методичної похибки 
залежності Р. Бендуре перетворимо (10) до виду  

 ( ). .
σ /( ) / 2

макс Бенд
P r f= . (21) 

Значення параметра f  розраховують згідно 

(11) для табличних значень / ,r a  а розраховані 

згідно (21) значення . .(σ /( ))макс БендР r  
порівнюють з табличними значеннями 

.σ /( )максР r  для відповідних табличних значень 

аргумента ( / ),r a  в результаті чого згідно (17) 
розраховують відносну похибку залежності 
Р. Бендуре. 

Значення ( )( ). .
σ

макс розр
Р r  при визначенні 

відповідних методичних похибок 
поліноміальних залежностей (10) відповідних 
порядків розраховують за допомогою (11), 
підставляючи значення відповідних коефіцієнтів 

А0÷Аn і ( )( ). .
σ макс табл

Р r  для всіх табличних 
даних [2]. 

Для оцінки відносної методичної похибки 
результатів розрахунку ПН згідно (1) отримаємо 
після підстановки 0 0R z r= =  в (1) такий вираз 
для Н=0: 

 ( ).σ ρ 2,максr P gr= − ∆  (22) 

звідки знаходимо, що  

 ( ) ( ). .σ / 1 ρ 2.макс максP r gr P= − ∆  (23) 

Тоді δ  для такої методики визначення ПН 
σ  розраховують згідно (17), підставляючи 
замість ( )( ). .

σ
макс розр

Р r  значення, які 

розраховані згідно (23) для всіх табличних 
значень ( )( ). .

σ макс табл
Р r  згідно [2]. 
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Результати розрахунку значень методичних 
похибок всіх вказаних вище методик значення 
ПН приведені в табл. 2, де 2 2

0β R a= =0,001÷10, 

що реально охоплює всі можливі значення β  
при вимірюванні ПН методом МТБ вказаними 
вище методиками. 

Слід відмітити, що на основі даних табл. 2 

можна не тільки оцінити похибки δ  відповідної 
методики визначення ПН методом МТБ, але й 
скоригувати результат розрахунку ПН σ  з 
метою виключення методичної похибки тієї чи 
іншої методики таким чином: 

 ( )скор. розр.σ σ 1+δ= , (24) 

де розр.σ  ‒ значення ПН σ , розраховане згідно 
вибраної методики його визначення. 

Для цього необхідно у процесі вимірювання 
на основі отриманих результатів розраховувати 
безрозмірний параметр макс.ρgr P∆ , після чого 
на основі даних табл. 2 для цього значення 

макс.ρgr P∆  визначити значення δ  і за 

допомогою (24) розрахувати значення скор.σ  
Необхідно відмітити, що безрозмірні 

значення макс.ρgr P∆  і (r/a), що приведені в 
табл. 2, розраховані з абсолютною похибкою 

51 10−⋅  [2]. 

ВИСНОВКИ 

В статті проаналізовані методичні похибки 
відомих методик визначення ПН рідин методом 
максимального тиску у бульбашці, а саме: 
методики М. Кантора, М. Фестеля, 
Е. Шредингера, Д. Дугне, Р. Бендуре, 
С. Сагдена, а також за допомогою 
апроксимаційних поліноміальних залежностей і 
без урахування кривизни меніска в момент 
максимального тиску в ньому. Результати 
такого аналізу приведені у відповідній таблиці у 
вигляді залежності відносної методичної 
похибки у точці від безрозмірного параметра 

макс.ρgr P∆  в діапазоні його значень від 0,0005 
до 0,639, який визначається у процесі 
проведення вимірювань ПН досліджуваної 
рідини за відповідною методикою без 
урахування гідростатичного тиску від глибини 
занурення у рідину використовуваного 
каліброваного капіляра. Аналіз результатів у 

вказаній таблиці вказує на те, що на всьому 
діапазоні можливих значень параметра 

макс.ρgr P∆  найменше абсолютне значення 
вказаної вище відносної похибки ( )0,001≤  
мають апроксимаційні поліноміальні залежності 
від 5‒го до 7‒го порядків. 

З метою підвищення методичної похибки 
відомих методик визначення ПН рідин 
запропонована методика коригування 
результатів визначення ПН для конкретного 
значення параметра макс.ρgr P∆  на основі 
даних приведеної у статті табл. 2. 
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